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Systeme d’Euler

Ou+ (u-V)u+Vr =0, (tz)e (Ryx R3)
(E) ! divu =0,

avec u = (ul,u?,u3) le champ des vitesses et
7 la pression vérifiant :

Ar = —div(u - Vu).

Formulation vorticité :

w=rot u=V Auw.

ow+ (u-V)w—(w-V)u=0.



Théorie de Littlewood-Paley.

Il existe ¢ € D(R3\{0}) et x € D(R3) positives
radiales :
x(©)+ > p(279) =1 VE.
qeN
Décomposition inhomogeéne : v € S’

A _1u=x(D)u, VgeN, Aqu=p(279D)u

—1<5<qg-1

seR, (p1,p2) € [1,c><>]2 et ued

u € B?

v = 27| Aqul| e € IP2({—1} UN).

Espace de Lorentz:soientl <p<oo,1 <qg< o0

[P = [L*, L) (1-1/p,q)



Existence locale :
— T. Kato (1972) : ug € H*%, s > 5/2.

— Résultats semblables pour X «— W1
(X =WSP BS s>3/p+1.)

D,
— D. Chae (2004) : ug € By1/",1 < p < oo.
Critere d’explosion : B-K-M :

— Soit T* le temps maximal d’'existence. Alors

T*
T < o0 = /O |Vu(T)|| focdT = 400.

— Beale-Kato-Majda (1984) :

si ug € H%,s > 5/2 alors

T*
T* < 00 = /O lw () || poodt = +o0.



EXxistence globale : données axisymeétriques
e Un champ u = (ul, u?,u3) est dit axisymétrique
Si :

u=u"(r,z)er +u*(r, 2)e;

ol (er,€9,€z> est la base cylindrique de R3.

e Dans ce cas la vorticité vérifie

w = rotu = (0u" — Iru*)ey,

hw+ (u-V)w=(u"/r)w.

e Si I'on pose a :=w/r, alors

o+ (u-V)a = 0.

la@®llzr = llaollpe, V1< p< oo



Existence Globale :

- M. Ukhovskii et V. Yudovitch (1968) :
ug € L2, wg € L™ et wqg/r € L2 N L.

e On utilise :
t
w®lizee < NPl + [ @)l ollo(n)/rl oodr
t
$ 14 [ fu(m)llpedr
t

S 1t [ fw(n)pedr

- T. Shirota et T. Yanagisawa (1994) : HS,

s >5/2.
e Le point crucial est

ur| < 1 *|w|.
~e2

- R. Danchin : Pour des données de type Yudovitch

wo € LN L3 et wy/re L3



Un espace fonctionnel

On définit I'espace

©.@)
B1i={vi X llv=Spvllp= <o f-
1

Théoreme 1. (A-H-K)

Soit ug de divergence nulle tel que

St
) upe B, , pell, ool

wQ 3,1
2) =2 e L
510)

Alors il existe une unique solution

143
u € C(R4; B, 4 Py.



Quelques remarques :

1) Si p< 3, alors

lw/rll731 S [|ull 311
p,1
En effet :

31
* By L%
o Jlw/rll;31 S|Vl 131

3
2) B — BY pour p € [1, o0]

oo,1?

{oi Sa+2NBwlp} = By — By
q



Démonstration :

1) W L L™ 2) we LY L®

3) u € Lig.(C} = BL, o)

4) we L%)cBgo,l = u € LS Whoe

e On utilise pour le point 1 le résultat (S-Y)

1 w
S

L 3 . L
combiné avec ﬁ e L2°°+ les inégalités de

convolutions :

lu" (@) /rllLee S lw(®) /7l 31 S llwo/Tllg3.1-

e Pour le point 2 on utilise le lemme de Gron-
wall.



e On utilise pour le 3 :

lullgr S Nlullzee 4 llwll oo

e Le dernier point est plus délicat.

Pour ¢ > —1 on définie &4 I'unique solution

{ Oidg + (u- V) = u"™2

Par linéarité et unicité, on a

w(t,z) = Y  @¢(t,x).

qg>—1
Le principe du maximum donne

~ [w" /7l 1] 00
|0g ()| 00 < ||wg(0) || fo0e Ly L

|u" /7]l 17 00
R ()| oo < [|R;(0)| poce L,

avec R;(t,x) = > ;> wq(t, x).



Nous avons aisément

g = (wl ~2 0) et u/r=ul/z=1u’/y.
L'équation de &} devient
1 1 25
1o + (u- V)@, =u ?‘1

Un résultat classique de propagation donne

S (1agwoll_y+ [ lull_sl5/yll_sdr)e”®

U(t) = /Ot V() || foodr.

D'un autre coté,

{ ataal/y + (u - V)wl/y =0
q/yyt 0 — Aqu/y

Ce qui donne

||w1/y|| <||<Aqwo>/y|| 1),
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Lemme 1. Nous avons

;
[(Agwob)/y| <221 Agwol 1o

Ainsi
§
|93 /]l 3 S 22| Ageoll oee” ().
Et par suite
~1 < 3q U(t)
1551l 3 < (14 )22 Aguwol| pooe™ ™.
C-a-d

~ _Leio
|8 &gl 272V 39| Aguo | pooe” .
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Il en découle

lo@lipo = ;lllAj > Bq()pee
I ]__

qg>—1

]_ .
< Y 2720730 A 4wl oo P
g—3q2N

7

~<

+ 21 2 @(®) e

j2—=1 q¢>[j/3]
Rp;/3)(t)

Pour les deux premiers termes on a

N
1<2 2 Ut) et JI<N .
$ 272 |lwollgo e < Nlwollpo |
Pour le dernier, rappelons que
1R /31 () |Le S 1R, /3)(0)][ oo = |lwo—5S[;/31w0l| Loe-
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D’ou

—N _U(t
lo®ligo | S lwollgo +lwollgo  (N+27Ne ).

Soit N = [U(t)/log 2], alors

t
lw®ligo | S 14 [ IVu(r)]oedr

t
< 1—|—t—|—/o Jw(llgodr.

Par Gronwall

w®lgo =+ lu(®lyreo < Pt uo).
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