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Stabilisation locale des équations de Navier-Stokes

Ecoulement autour d’un cylindre circulaire, Re = 26,
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Stabilisation feedback d’un écoulement

Ecoulement autour d’un cylindre circulaire, Re = 200,
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Stabilisation feedback d’un écoulement

Ecoulement stationnaire dans Ω ⊂ Rd , d = 2,3,
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Etat stationnaire (zs, rs) solution des équations de Navier-Stokes :

−ν∆zs + (zs · ∇)zs +∇rs = f , ∇ · zs = 0 dans Ω, zs = v∞ sur Γ
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Système instable

• A l’instant t = 0 :

zs y zs + y0 y0 6= 0

• Etat instationnaire résultant : vitesse z(t) et pression r(t)

∂tz − ν∆z + (z · ∇)z +∇r = f , ∇ · z = 0 dans Q,
z = v∞ sur Σ, z = 0 sur Σ0, z(0) = zs + y0

Q = Ω× (0,∞), Σ = Γ× (0,∞), Σ0 = Γ0 × (0,∞).
• (zs, rs) équilibre instable :

z(t) 9 zs quand t −→ +∞.

• Stabilisation par feedback frontière :

Action : z|Γ0 = F (z, zs)

Objectif : z(t)−→ zs
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Système instable

• Changement de variable :

z(t) = zs + y(t), r = rs + p(t)

• Système vérifié par (y ,p) :

∂ty − ν∆y + (y · ∇)zs + (zs · ∇)y + (y · ∇)y +∇p = 0 dans Q,
∇ · y = 0 dans Q, y = 0 sur Σ, y = F (y) sur Σ0 y(0) = y0

• Question : comment trouver F telle que :

y(t)−→ 0 quand t −→ +∞

• Travailler sur le système linéarisé (système de Oseen) :

∂ty − ν∆y + (y · ∇)zs + (zs · ∇)y +∇p = 0 dans Q,
∇ · y = 0 dans Q, y = 0 sur Σ, y = F (y) sur Σ0 y(0) = y0
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Stabilisation d’un système de dimension finie

Stabilisation d’un système dynamique
• Système instable :

y(t) ∈ Rn, y ′ = Ay , y(0) = y0 ∈ Rn

• Système contrôlé :

u(t) ∈ Rk , y(t) ∈ Rn, y ′ = Ay + Bu, y(0) = y0 ∈ Rn

• Choix du contrôle :

V(y0) = inf
{
J (y ,u)

∣∣ y ′ = Ay + Bu, y(0) = y0 ∈ V
}

où J (y ,u) =
1
2

∫ ∞

0
|y(t)|2Rndt +

1
2

∫ ∞

0
|u(t)|2Rk dt .
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Stabilisation d’un système dynamique

Contrôle et état optimal
• Condition d’existence d’un couple optimal (ŷ , û) :

(ỹ , ũ) tel que J (ỹ , ũ) < +∞.

• Contrôle et état optimal :

û = −B∗Πŷ , ŷ ′ = Aŷ − BB∗Πŷ , ŷ(0) = y0 ∈ V

• Equation de Riccati :

Π = Π∗ ≥ 0, ΠA + A∗Π− ΠBB∗Π + I = 0

• Stabilité du système optimal :

‖ŷ(t)‖Rn ≤ Ce−σt‖y0‖Rn , σ > 0.
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Cas de la dimension infinie

Problème de contrôle optimal

V(y0) = inf
{
J (y ,u)

∣∣ y ′ = Ay + Bu, y(0) = y0

}
où J (y ,u) =

1
2

∫ ∞

0
‖y(t)‖2

V dt +
1
2

∫ ∞

0
‖u(t)‖2

Udt .

• U et V espaces de Hilbert, (D(A),A) opérateur non borné dans V .
• Condition de Coût fini : (ỹ , ũ) tel que J (ỹ , ũ) < +∞.

Système dynamique de dimension infinie : B ∈ L(U, V )

Exemple : contrôlé distribué dans une partie ω ⊂ Ω,

∂ty = ∆y + Iωu, y |Γ = 0, y(0) = y0 ∈ L2

V = U = L2, A = ∆, D(A) = H2 ∩ H1
0 , B = Iω.
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Cas de la dimension infinie

Système dynamique de dimension infinie : B ∈ L(U, [D(A∗)]′)

• Méthode d’extrapolation :

d
dt

(y |ϕ)V = (y |A∗ϕ)V + (u|B∗ϕ)U , ∀ϕ ∈ D(A∗),

i.e. y ′ = Ãy + Bu ∈ [D(A∗)]′.

• Exemple : Contôle frontière, V = L2, U = L2(Γ),

∂ty = ∆y , y |Γ = u, y(0) = y0 ∈ L2,

∂t

∫
Ω

yϕ =

∫
Ω

y∆ϕ−
∫

Γ
u
∂ϕ

∂n
∀ϕ ∈ H2 ∩ H1

0

i.e. y ′ = ∆̃y +

(
− ∂

∂n

)∗
u ∈ [H2 ∩ H1

0 ]′.
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Système dynamique de Oseen/Stokes

Equations de Oseen

∂ty − ν∆y + (y · ∇)zs + (zs · ∇)y +∇p = 0, ∇ · y = 0 dans Q,

y = u sur Σ,

∫
Γ

u · n = 0, y(0) = y0

Décomposition du champ de vitesse : (J.-P. Raymond 2005)

V 0
n =

{
y ∈ L2 | ∇ · y = 0, y · n = 0 sur Γ

}
, P : L2 → V 0

n

y(t) = w(t) +∇q(t), w(t) ∈ V 0
n

(
w = Py

)
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Système dynamique de Oseen/Stokes

Equations de Stokes (zs = 0, ν = 1)

∂ty −∆y +∇p = 0, ∇ · y = 0 dans Q,

y = u sur Σ,

∫
Γ

u · n = 0, y(0) = y0

Décomposition du champ de vitesse : (J.-P. Raymond 2005)

V 0
n =

{
y ∈ L2 | ∇ · y = 0, y · n = 0 sur Γ

}
, P : L2 → V 0

n

y(t) = w(t) +∇q(t), w(t) ∈ V 0
n

(
w = Py

)
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Système dynamique de Oseen/Stokes

Système dynamique régissant t 7→ w(t) ∈ V 0
n

• Formulation par transposition : ∀ϕ ∈ H2 ∩ H1
0 ∩ V 0

n ,

∇ψ = (I − P)∆ϕ ∈ H1

∂t

∫
Ω

w(t) · ϕ =

∫
Ω

w(t) ·∆ϕ−
∫

Γ
u(t) ·

(
∂ϕ

∂n
− ψn

)
,

i.e. w ′ = Aw + Bu ∈ [D(A∗)]′, w(0) = Py0 ∈ V 0
n

Expression du gradient de pression
• Relèvement D : L2(Γ) −→ L2 :

−∆Du +∇χ = 0 et ∇ · Du = 0 dans Ω, Du|Γ = u

• Equation pseudo-stationnaire : ∇q(t) = (I − P)Du(t)
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Problème de minimisation

Problème de contrôle optimal

V(y0) = min
{
J (w ,u)

∣∣∣∣ w ′ = Aw + Bu ∈ [D(A∗)]′, w(0) = w0

}

û = −B∗Πŵ , ŵ ′ = Aŵ − BB∗Πŵ , ŵ(0) = Py0 ∈ V 0
n

Equation de Riccati

∀(ξ, ζ) ∈ [H2 ∩ H1
0 ∩ V 0

n ]× [H2 ∩ H1
0 ∩ V 0

n ]

∫
Ω
(∆ξ · Πζ + Πξ ·∆ζ + ξ · ζ) =

∫
Γ

∂Πξ

∂n
· ∂Πζ

∂n
+

∫
Γ
φξφζ

où ∇φξ = (I − P)∆ξ, ∇φζ = (I − P)∆ζ,

∫
Γ
φξ =

∫
Γ
φζ = 0
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Système d’E.D.P en boucle fermée

Système de Stokes en boucle fermée

∂ty = ∆y −∇p, ∇ · y = 0 dans Q,

γτ (y) =
∂ΠPy
∂n

, γn(y) = qn sur Σ, y(0) = y0,

où


∆q = 0 dans Q,

∫
Γ

q = 0

∂q
∂n

= −∆ΠPy · n sur Σ

Stabilité exponentielle du système de N-S 2D en boucle fermée
Point fixe ([Raymond 2006]), fonction de Lyapunov ([Badra 2006])
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Système d’E.D.P en boucle fermée

Système de Oseen en boucle fermée

∂ty = ν∆y − (y · ∇)zs − (zs · ∇)y −∇p, ∇ · y = 0 dans Q,

γτ (y) =
∂ΠPy
∂n

, γn(y) = qn sur Σ, y(0) = y0,

où


∆q = ∇ · ((∇zs)

T − zs · ∇)ΠPy dans Q,
∫

Γ
q = 0

∂q
∂n

= (−ν∆ + (∇zs)
T − zs · ∇)ΠPy · n sur Σ

Stabilisation : σΠ > 0 et ‖y(t)‖L2 ≤ Ce−σΠt‖y0‖L2 t ≥ 0

Stabilité exponentielle du système de N-S 2D en boucle fermée
Point fixe ([Raymond 2006]), fonction de Lyapunov ([Badra 2006])
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Système d’E.D.P en boucle fermée

Système de Navier-Stokes 2D en boucle fermée

∂ty = ν∆y − (y · ∇)zs − (zs · ∇)y − (y · ∇)y −∇p dans Q,

γτ (y) =
∂ΠPy
∂n

, γn(y) = qn sur Σ, ∇ · y = 0 dans Q, y(0) = y0,

où


∆q = ∇ · ((∇zs)

T − zs · ∇)ΠPy dans Q,
∫

Γ
q = 0

∂q
∂n

= (−ν∆ + (∇zs)
T − zs · ∇)ΠPy · n sur Σ

Stabilisation : σΠ > 0 et ‖y(t)‖L2 ≤ Ce−σΠt‖y0‖L2 t ≥ 0

Stabilité exponentielle du système de N-S 2D en boucle fermée
Point fixe ([Raymond 2006]), fonction de Lyapunov ([Badra 2006])
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Stabilisation de Navier-Stokes 3-D

• Loi de feedback frontière dynamique ([Badra 2006]) :

∂tu −∆bu + Π3u − σ n = Π2Py , u0 = y0|Γ

• Equation de Riccati différentielle ([Raymond 2006]) :

dΠ

dt
(t) = A∗Π(t) + Π(t)A− Π(t)BB∗Π(t) + A−1

0 t ∈ [0, t0]

• Contrôle feedback tangentiel ([Barbu, Lasieka, Triggiani, 2006]).
• Feedback distribuée ([Barbu, 2003], [Barbu,Triggiani, 2004],

[Badra 2006]).

Mehdi Badra (MIP Toulouse) Stabilisation par feedback des E-N-S Lille, 22 Mars 2007 16 / 29



Plan

1 Stabilisation feedback d’un écoulement

2 Approximation d’un problème de contrôle optimal
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Approximation du problème de contrôle optimal (Py0)

Approximation du triplet (ŷ , û, Π)

(Py0) inf
{
J (y ,u)

∣∣ y ′ = Ay + Bu ∈ [D(A∗)]′, y(0) = y0 ∈ V
}

où J (y ,u) =
1
2

∫ ∞

0
‖y(t)‖2

V dt +
1
2

∫ ∞

0
‖u(t)‖2

Udt .

• Paire (ŷ , û) solution de (Py0) :

ŷ ′ = Aŷ − BB∗Πŷ , ŷ(0) = y0, û = B∗Πŷ

ŷ(t) = eAΠty0 où AΠ = A− BB∗Π

• Π ∈ L(V ) tel que Π = Π∗ ≥ 0 et ΠA + A∗Π− ΠBB∗Π + I = 0.
• Stabilité exponentielle : ‖eAΠt‖L(V ) ≤ CeωΠt où ωΠ < 0
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Problème de contrôle optimal approché

Problème de minimisation : 0 < h < h0

(Ph,y0) inf
{
J (yh,u)

∣∣ y ′h = Ahyh + Bhu, yh(0) = Phy0 ∈ Vh

}

Approximation non conforme

y(t) ∈ V , yh(t) ∈ Vh et Vh * V

V ⊂ X , Vh ⊂ X et P : X −→ V , Ph : X −→ Vh

(H1) ‖P − Ph‖L(Z ,X) ≤ Chm(1−γ̄) ∀h > 0, Z ↪→ X .

• Non conforme : Stokes, Oseen :

X = L2, V = V 0
n , P : L2 −→ V 0

n projecteur de Leray

• Conforme : Vh ⊂ V = X ([Lasiecka, Triggiani 1991], [L. 1992]).
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Hypothèses d’approximations (Eléments Finis)

Hypothèse (H2)

• (eAt)t>0 analytique dans V ⊂ X
• (eAht)t>0 uniformément (p/r h) analytique dans Vh ⊂ X
• Estimation Ah → A :

‖A−1P − A−1
h Ph‖L(X) ≤ Chm, m > 0

• A−γB ∈ L(U,V ), γ ≥ 0.
• Inégalité inverse :

‖Bh‖L(U,Vh) ≤ Ch−mγ̄ , 0 ≤ γ̄ ≤ γ < 0.

• Estimation Bh → B :

‖A−1(PBh − B)‖L(U,V ) ≤ Chm(1−γ̄).
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Existence de solution du problème approché (Ph,y0)

Condition de coût fini

Trouver (ỹh, ũh) tel que ỹ ′h = Ahỹh + Bhũh

et J (y ,u) =
1
2

∫ ∞

0
‖ỹh(t)‖2

V dt +
1
2

∫ ∞

0
‖ũh(t)‖2

U < +∞

• Candidat ’naturel’ : ũh =
(
B∗Π

)
Pỹh et ỹh solution de

ỹ ′h = Ahỹh − Bh
(
B∗Π

)
Pỹh, ỹh(0) = Phy0

• ỹh ∈ L2(X ) ⇐⇒ C+ ⊂ ρ(Ah,Π) où Ah,Π = Ah − Bh
(
B∗Π

)
P
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Existence de solution du problème approché (Ph,y0)

Spectre de AΠ = A− B
(
B∗Π

)
et Ah,Π = Ah − Bh

(
B∗Π

)
P

r
ωΠ

PPPPP

�����

ρ(AΠ)

r
0

r
ω

PPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPP

��������������������������

ρ(Ah,Π) ∩ ρ(AΠ)

r λ0

(λ0 − Ah,Π)−1 −→ (λ0 − AΠ)−1

0 < h < h0
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Existence de solution du problème approché (Ph,y0)

Spectre de AΠ = A− B
(
B∗Π

)
et Ah,Π = Ah − Bh

(
B∗Π

)
P

r
ωΠ

PPPPP

�����

ρ(AΠ)

r
0

r
ω

PPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPP

��������������������������

ρ(Ah,Π) ∩ ρ(AΠ)

rωΠ + ε

ra

r
b

K

0 < h < h0
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Existence de solution du problème approché (Ph,y0)

Spectre de AΠ = A− B
(
B∗Π

)
et Ah,Π = Ah − Bh

(
B∗Π

)
P

r
ωΠ

PPPPP

�����

ρ(AΠ)

r
0

r
ω

PPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPP

��������������������������

ρ(Ah,Π) ∩ ρ(AΠ)

rωΠ + ε

ra

r
b

K
� r

ωh
Π

rah

r
bh

0 < h∗ < h < h0
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Existence de solution du problème approché (Ph,y0)

Spectre de AΠ = A− B
(
B∗Π

)
et Ah,Π = Ah − Bh

(
B∗Π

)
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�����
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ω
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��������������������������
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Existence de solution du problème approché (Ph,y0)

Spectre de AΠ = A− B
(
B∗Π

)
et Ah,Π = Ah − Bh

(
B∗Π

)
P

r
ωΠ

PPPPP

�����

ρ(AΠ)

r
0

r
ω

PPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPP

��������������������������

ρ(Ah,Π) ∩ ρ(AΠ)

rωΠ + ε

ra = ah∗

r
b = bh∗

�
ωh∗

Π

K

h = h∗

Mehdi Badra (MIP Toulouse) Stabilisation par feedback des E-N-S Lille, 22 Mars 2007 22 / 29



Existence de solution du problème approché (Ph,y0)

Spectre de AΠ = A− B
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Existence de solution du problème approché (Ph,y0)

Convergence généralisée : δ(Ah,A) −→ 0

Ah : Vh −→ Vh et A : D(A) ⊂ V −→ V

δ(Ah,A) = sup
‖(vh,Ahvh)‖=1

inf
(v ,Av)

{
‖vh − v‖X + ‖Ahvh −Av‖X

}

THÉORÈME

δ(Ah,A) −→ 0 et K ⊂ ρ(A) compacte

⇓

∃h∗ > 0, ∀h ∈]0,h∗[, K ⊂ ρ(Ah)
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Solution du problème approché (Ph,y0)

Existence d’un triplet (ŷh, ûh, Πh) pour 0 < h < h∗
• Il existe (ŷh, ûh) tel que :

J (ŷh, ûh) = inf
{
J (yh,u)

∣∣ y ′h = Ahyh + Bhu, yh(0) = Phy0 ∈ Vh

}
• (ŷh, ûh) solution de

ŷ ′h = Ahŷh − BhB∗
hΠhŷh, ŷh(0) = Phy0 et ûh = B∗

hΠhŷh

ŷh(t) = eAh,Πh
tPhy0 où Ah,Πh = Ah − BhB∗

hΠh ∈ L(Vh)

• Πh ∈ L(Vh) est l’unique solution de :

Πh = Π∗
h ≥ 0, ΠhAh + A∗

hΠh − ΠhBhB∗
hΠh + Ih = 0
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Estimations d’erreur

Estimation d’erreur pour Πh −→ Π

J (ŷ , û)− J (ỹh, ũh) ≤ J (ŷ , û)− J (ŷh, ûh)︸ ︷︷ ︸
1
2 ((ΠP−ΠhPh)y0|y0)

≤ J (ỹ , ũ)− J (ŷh, ûh)

=⇒ ‖ΠhPh − ΠP‖L(X) ≤ Chm(1−γ̄)

Estimation d’erreur pour l’état optimal

• Etats optimaux : ŷh(t) = e(Ah−BhB∗h Πh)tPhy0 et ŷ(t) = e(A−BB∗Π)ty0.

Πh −→ Π pas suffisant pour ŷh(t) −→ ŷ(t).

• B∗
hΠh −→ B∗Π =⇒ ŷh(t) −→ ŷ(t)

Πh −→ Π pas suffisant pour B∗
hΠh −→ B∗Π.
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Estimation d’erreur pour l’état optimal

• Système d’optimalité : û = −B∗Φ̂, (ŷ , Φ̂) solution de
y ′ = Ay − BB∗Φ, y(0) = y0
−Φ′ = A∗Φ + y , Φ(∞) = 0
Φ(t) = Πy(t) ∀t ∈ [0,∞[

• Formule de Duhamel :

M(u) =

∫ t

0
eA(t−τ)Bu(τ)dτ

ŷ(t) = eAty0 −MM∗(ŷ
)
(t)

• Equations intégrales en temps :

(I +MM∗)(ŷ) = eA(·)y0

(I +MhM∗
h)(ŷh) = eAh(·)Phy0
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Estimation d’erreur pour l’état optimal

• Système d’optimalité : û = −B∗Φ̂, (e−ω(·)ŷ ,e−ω(·)Φ̂) solution de
y ′ = Ay − ωy − BB∗Φ, y(0) = y0
−Φ′ = A∗Φ− ωΦ + y + 2ωΠy , Φ(∞) = 0
Φ(t) = Πy(t) ∀t ∈ [0,∞[

• Formule de Duhamel :

M(u) =

∫ t

0
e(A−ω)(t−τ)Bu(τ)dτ

e−ωt ŷ(t) = e(A−ω)ty0 −MM∗(I + 2ωΠ
)(

e−ωt ŷ
)
(t)

• Equations intégrales en temps :

(I +MM∗(I + 2ωΠ))(e−ω(·)ŷ) = e(A−ω)(·)y0

(I +MhM∗
h(I + 2ωΠh))(e−ω(·)ŷh) = e(Ah−ω)(·)Phy0
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Estimation d’erreur pour l’état optimal

Estimation d’erreur
• Equations intégrale :

‖Mh −M‖L(Lp(U),Lp(X)) + ‖ΠhPh − ΠP‖L(X) ≤ Chm(1−γ̄)

⇓

‖e−ω(·)(ŷh − ŷ)‖Lp(X) ≤ Ch
m
p | ln h|1/p + hm(1−γ̄)`h,1/γ̄ , p ∈]1,∞[

• Obtention d’une estimation d’erreur ponctuelle en temps :

(ω − Ah,Πh)
−1Phy0 − (ω − AΠ)−1y0 =

∫ ∞

0
e−ωτ (ŷh(τ)− ŷ(τ))dτ

ŷh(t)− ŷ(t) =
1

2iΠ

∫
C

eλt((λ− Ah,Πh)
−1Phy0 − (λ− AΠ)−1y0

)
dλ

• Estimation d’erreur pour û − ûh : méthode analogue.
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Résultat

THÉORÈME

Soit ω̂ > 0 tel que ‖ŷ(t)‖V ≤ e−bωt et soit (H1), (H2) vraies.
Alors, il existe h∗ > 0 tel que pour tout 0 < h < h∗ :

‖ΠhPh − ΠP‖L(X) ≤ Chm(1−γ̄)`h et |ω̂h − ω̂| ≤ Chm(1−γ̄)`h

‖ûh(t)− û(t)‖X + t1−γ̄‖ŷh(t)− ŷ(t)‖X ≤ Ce−bωhthm(1−γ̄)`h‖y0‖X

Application : Oseen (éléments finis P2-P1)
Distribué Frontière (C. Dir.)

‖ΠhPh − ΠP‖L(L2) h2`h h
1
2

|ω̂h − ω̂| h2`h h
1
2 `h

‖ŷh(t)− ŷ(t)‖L2
e−bωht

t h2`h‖y0‖V 0
n

e−bωht

t
1
4

h
1
2 `h‖y0‖V 0

n

‖ûh(t)− û(t)‖L2 e−bωhth2`h‖y0‖V 0
n

e−bωhth
1
2 `h‖y0‖V 0

n
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Conclusions et Perspectives

Conclusions
• Estimations d’erreur pour la semi-discrétisation en espace d’un

problème de contrôle optimal.
• Difficultés : formulation adaptée (contrôle non régulier),

estimations d’erreur intermédiaires, existence d’une solution
approchée (cas non conforme).

• Résultats satisfaisants.

Perspectives
• Approximation et estimation d’erreur pour le non linéaire.
• Discrétisation temporelle : schéma numérique.
• Aspect calcul :

• Résolution des équations de Riccati, calcul des lois de feedback.
• Validation des lois obtenues : simulations numériques.

• Estimation de l’état.
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