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On étudie la stabilité et l'instabilité orbitale des ondes station-
naires

uw(t, z) = o (x)

de I'équation de Schrodinger non linéaire avec un potentiel de
delta de Dirac:

(NLS) 0w = —Au — v8(2)u — |ulP~ L,

ol w>0,vyER, A=2092 p>1etdestla mesure de Dirac
a l'origine. Pour que uy(t,x) vérifie (NLS), ¢(x) doit étre une
solution de (SP):

(SP) — Ap+wp —i(x)p = 9P Lo, ¢ e HY(R)\ {0}.



LLa mesure de Dirac est utilisée pour modéliser un défaut localisé
dans un milieu de guide d’'ondes optiques.

—Etudes des phénomenes de soliton scattering (Interactions entre
le défaut de Dirac et I'onde solitaire du cas v = 0) (Cao et Mal-
omed (1995), Goodman, Holmes et Weinstein (2005), Holmer,
Marzuola et Zworski (2006))

Dans ces études, rechercher si I'onde stationnaire est stable ou
non apparalt comme une premiére étape.

—Ay 1= —-A —~6(x) = —A avec le domaine
{ve H2(R\ {0}) N H(R) :
0zv(0+4) — 9zv(0—) = —yv(0)}.



Probleme de Cauchy pour (NLS)

Proposition (Goodman, Holmes et Weinstein (2004), Cazenave
(livre) (2003)) Yug € HI(R,C), 3T = T'(ug) > O et une unique so-
lution w(-) € C([0,T7), HL(R,C)) ncl([o,T), H 1(R,C)) de (NLS)
avec u(0) = wug telle que ou bien T' = oo, ou bien T < oo et
lim_,7||0zu||;2 = oco. De plus, I'energie E et la charge Q sont
conserveées

E(u(t)) = E(up), Qu(t)) =Q(up), te€][0,T),

ou
BE(w) = [00]2, - _/ 5(2)v(@)Pdz — [l F
2 . p+1 L
1 > > 1 p+1 1 5
= §||3a:’0||L2 - §|U(O)| - m” o, Q) = §||’U||L2-

e Globalement bien posé pour 1 <p <5 et v e R.



Stabilité Orbitale Parmi les solutions de (NLS), on considére
des ondes stationnaires ¢, - (z). Elles existent pour 2/w > |/,
et sont données par

dw~(x) = {(p_;l)wsech2 <(p _21)\/a|:1:| + tanh~ ! (ﬁ)) }m.

e Cette solution est I'unique solution positive paire de (SP).
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Définition de la stabilité Soit X un espace de Hilbert réel. Pour
n > 0, soit

U =JveX: inf|v—e? < }
2(bw) =o€ X 1 inf flo - ePugllx <

On dit que la solution !¢, ~(z) de (NLS) est stable dans X si
quelque soit € > 0 il existe n > 0 tel que pour tout ug € Up(pw,~),
la solution u(t) de (NLS) avec u(0) = ug Vérifie u(t) € Us(¢pw,~)
pour tout ¢t > 0. Sinon, on dit que e’iw’fqbwﬁ(ac) est instable dans
X. (Dans cet exposé, X = HI(R) ou HI(R)).

HY(R)={ve HI(R) : v(z) =v(—=z), =z € R}.

Résultats connus e Le cas v = 0: Cazenave et Lions (1982),
Berestycki et Cazenave (1981), Weinstein (1983), Grillakis, Shatah
et Strauss (1987), Comech et Pelinovsky (2003).

e Le cas v # 0: Goodman, Holmes et Weinstein (2004) (v > 0O,
p=3) F., Ohta et Ozawa (2006) (v >0, p > 1), F. et Jeanjean
(2006) (v < 0, p > 1, stabilité dans H!(R)).



v >0 v=20 v <O
1l<p<3 stable stable stable - r
3<p<b stable stable instable — stable - r
p=2>5 stable instable - f instable
p>>5 stable — instable | instable - f instable

e stable « stable dans H1(R).

e stable - r & stable dans I'ensemble des fonctions paires H} (R) =
{ve HY(R) : v(z) =v(—z), = € R}.

e instable - f & instable au sens de |'explosion.

e stable — instable < stabilité lorsque la fréquence w de I'onde
stationnaire est petite, et il existe un w critique w. tel que I'onde
stationnaire devient instable pour des fréquences plus grandes
que we.

La Question et Le But de cet exposé: Dans le cas stable - r,
Si on perturbe I'onde stationnaire par une donnée initiale dans
H1(R), reste-t-elle stable ou devient-elle instable?



Théorie de Grillakis Shatah Strauss (1990)

J—= ;- Re u - O 1 Re u
— 7" Imu ~1 0 Im u

du(t
(NLS) <«— Zi) = JE'(u(t)) dans H L
Hamiltonien lin€arisé autour de e, ~ :
d
d—?z = JH,,y dans H™ 1,

4 /! L}./ w O
Hy~=FE (wa,v) + w@ (¢w,'y) — O’ L’QY ;

et pour v € Dom(L] ) = Dom(Lj] ) = {v € H*(R\{0})NH*(R) :
O0zv(0+) — 0zv(0—) = —yv(0)},

—1
Llwv = —Ayv + wv — pdl, v,

—1
Lg)wv = —A~yv 4 wv — qbg,,y V.



Soit n(Hy,~) le nombre de valeurs propres négatives de Hy, ~.
Du travail de Grillakis Shatah et Strauss, on déduit que, dans les
Cas v<0,1<p<30u~v<0,3<p<5b et w assez grand,

n(H,~) <1== Stable dans H!(R)
n(Hy~) >1, n(Hw~)—1:impaire == Instable dans H!(R)

(Ho~yv,v) = <L1wv1,v1> -+ <Lg,w’02,’02>,

ou v1 = Rew, vo = Imwov. Donc, on considere les problemes aux
valeurs propres,

L] =X, feH'R), 0:f(0+)—0:f(0-)=—~f(0),
L3 ,9=rg, g€ H'(R), 08:9(0+)—drg(0—) = —g(0).



e D’'apres le Théoreme de Weyl, le spectre essentiel de L’{w et
de Lg)w est [w, 4+00).
o Lg,wqbw,7 =0, ¢pw~(z) >0 = ¢, correspond a la premiere v.p.
de L} , qui vaut O.

e Comme <L1w¢wm,¢wﬁ>._ —(p——l)”¢wﬁ|_+1<<() la premiere
v.p. de L]  est négative.

e Dans le 7cas ou v =0, le noyau de L?)w est engendré

par Ordy0 € Dom(L?)w). Le Théoreme d’oscillation de Sturm
entraine que L1 w aune seule v.p. négative.

e Dans le cas ol v # 0, L] (Ozdw,y) = O pour z 7 0, Mais dz¢pw
ne vérifie pas la condition 3 I'origine 0;v(0+) —0zv(0—) = —~yv(0).
Le noyau de L]  est zero.

° L a au plué deux v.p. négatives pour v < 0 (F. et Jeanjean

w

(2006)).
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L] =X, feH'R), 0:f(0+)—0:f(0-)=—~f(0),
L), g=mrg, g€ H'R), z9(0+)—dzg(0—) = —~g(0).

n(Hy,~) =1 == Stable dans H!(R)

n(Hy,~) =2 == Instable dans H!(R)
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Probleme : le nombre des valeurs propres negatives de sz

o(L],, - stable dans H1(R)
N
R

o(L] 0 o instable dans H1(R)

(Méthode précédente par F. et Jeanjean) En utilisant la car-
actérisation de ¢, ~ comme minimiseur de la fonctionelle d'action
dans H,,}(IR{), on a pu Vérifier que LLJ a une seule valeur propre
négative dans le cas symétrique;

L] f =X, fe€H(R), 08:f(0+)—08:f(0-)=—7f(0).

Par contre, dans le cas H1(R), cet argument ne marche plus,
parce qu’'on peut démontrer qu'aucun minimiseur n'existe a cause
de la repulsivité du terme de Dirac.
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Methode de Perturbation

On étudie le comportement de la deuxieéme valeur propre du cas
~ = 0, en perturbant par rapport au parametre v € R puisque

_ —1
L¥,w — _A’Y +w _qug),fy 3

est holomorphe par rapport a v € R.

Pour v € R, la résolvante de —A, est explicitement donnée par

(—Ay — k)7 = (A = k)71 + 29k (—iv + 2k) " H(GL(), ) GR (),
ol k2 € p(—A~), Imk > 0, Gi(x) = (i/2k)etkll.

(Albeverio, Gesztesy, Hoegh-Krohn et Holden (livre))
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On fixe w >~2/4. On note L] = L7, ¢uy = ¢~...€tC.

LLe probleme aux valeurs propres perturbé:

LI =21, fleHYR), 8.,f3(0+) —8.f3(0—) = —v£3(0),

ou XQY est la deuxiéme valeur propre du cas v # 0.

Développement de Taylor :

M=\ +ay+0(H?), acR, A=0,
f3 = 0udo+vf2+0(°),  f2 €NyegDom(L]), LI (dxg) = O.
(On va voir que a > 0)

U(Lcl)) | | v=20
y /:\ :
o(L7) 0 v > 0... A%>O
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On substitue A} et fJ dans

Y£Y — 2\ Y
Lifs = Aofa,
en développant ¢ = ¢o+vg+0(~2), et en utilisant aussi I'équation
(SP), I'equation a lI'ordre un en v donne les relations

(L9 f2, ) = ((a 4+ p(p — 1)¢B 2 g(2))Ducbo, V),
(L9g, h) = ¢o(0)h(0).
D'apres

(LY f1,0x¢0) = O,
L9(do — #B) = p(p — 1)¢8 > (9xb0)?,
en injectant ¢ = O.¢g, et h = ¢g — ¢2, on obtient

$2(0) — g8 (0)
= — 0.
° 10etol2

Remarque: O.K. pour tout v € R puisque le noyau de L] est zero.
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Q: Pourquoi |I'onde stationnaire avec v < O est-elle stable si on
considere la stabilité dans H(R)?

Comme L] est pair, on a
Lif(=z) = NV f7(~2),

pour f7 € HI(R) vérifiant L]f7(z) = X\7f7(z). Puisque X7 est
simple, il existe 8 € R tel que f7(x) = Bf7(—x). On peut voir
que 3 = 1. Ainsi, les fonctions propres de L] sont paires ou
impaires.

o L1f7 = XVf7 dans H!(R) donne seulement les v.p. de L] dans
Hl(IR{) correspondant aux fonctions propres paires.

e En particulier, A\J dans le cas de HI(R) n’est pas une v.p. de
L’ly dans H}(R), puisque la deuxieme fonction propre 9;¢g (le cas
~ =0 et H{(R)) est impaire, donc la deuxieme fonction propre
perturbée est aussi impaire d'apres I'holomorphie.
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