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I. Déploiement spatial de la bifurcation

homocline séparatrice à un n÷ud-col

1. Cadre général

2. Déploiement spatial de bifurcation

3. Résultats



I.1.Cadre général

ut = f(u) → ut = f(u) + C(u, ∂x), C(u,0) = 0
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Lien entre la dynamique de l'EDO et la dynamique de l'EDP

(stabilité...)

Exemples : -instabilité de Turing

-instabilité de phase de Kuramoto



I.1.1.Instabilité de Turing

u ∈ R2 f(0) = 0 σ(Df(0)) ⊂ {Re z < 0}

ut = f(u) + Cuxx

Equation linéarisée en 0 pour les modes de Fourier

v̂t(k, t) = (Df(0)− k2C)v̂(k, t)
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I.1.2.Instabilité de phase de Kuramoto

t 7→ p(t) solution périodique

Multiplicateurs de Floquet 1 Re

Im

ut = f(u) + C(u, ∂x) espace isotrope

Pour k petit,

v̂t(k, t) = (Df(p(t))− k2C(p(t)) +O(k4))v̂(k, t)

Φ(k2) opérateur de monodromie
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I.2.Déploiement spatial de bifurcation

ut = f(u, µ)

Bifurcation en µ = 0

t 7→ pµ(t) périodique linéairement stable, µ > 0

Couplage spatial avec espace isotrope

Stabilité pour petits k

v̂t =
(
Df(pµ(t), µ)− k2C(pµ(t), µ) +O(k4)

)
v̂

Opérateur de monodromie Φµ,k2

Multiplicateur issu de la direction de la phase λµ,k2

Argentina, Coullet, Risler, Vandenberghe (INLN)



I.2.1. Bifurcation homocline à un n÷ud-col

N÷ud-col en u = 0, µ = 0

µ<0 µ=0 µ>0

C(0,0) =

(
c ∗
∗ ∗

)
c = 〈e0∗, C(0,0)e0〉



I.2.1. Bifurcation homocline à un n÷ud-col

N÷ud-col en u = 0, µ = 0

µ<0 µ=0 µ>0

C(0,0) =

(
c ∗
∗ ∗

)
c = 〈e∗0, C(0,0)e0〉

λµ,k2 ' exp(−cTk2) T ∝ µ−1/2
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I.2.2 Bifurcation homocline à un point selle

µ<0 µ=0 µ>0



I.2.2 Bifurcation homocline à un point selle

µ<0 µ=0 µ>0

M =
∫+∞
−∞

〈
h∗0(t), C(h0(t),0)h′0(t)

〉
dt

λµ,k2 ' 1− αMk2µ−1 α > 0

1

−1

0

λ

k2

k2µ,

1

−1

0

λ

k2

k2µ,

M<0 M>0



Diagrammes spatiotemporels
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instabilité autoparamétrique

M>0



I.2.2.1.Exemple Pendule amorti soumis à un couple constant

θ̈ = − sin θ − νθ̇ + Ω

θ

Ω

ν

Ω1

νc

orbite
périodique



I.2.2.1.Exemple Pendule amorti soumis à un couple constant

θ̈ = − sin θ − νθ̇ + Ω + κθxx

ν

Ω1

νc Ω=1.05
ν=1.1

κ = 0.044



I.2.2.1.Exemple Pendule amorti soumis à un couple constant

θ̈ = − sin θ − νθ̇ + Ω + κθxx

ν

Ω1

νc Ω=1.05
ν=1.1

κ = 0.044




Etude du seuil

instabilité autoparamétrique M > 0

λµ,k2 ' 1− αMk2µ−1
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I.3.Bifurcation homocline séparatrice à un noeud-col

u=0

µ=0

ut = f(u, µ) + C(u, ∂x)

u = (u1, u2) ∈ R2

µ = (µ1, µ2) ∈ R2

1.Etude de la bifurcation (Chow et Lin)

2.In�uence du couplage spatial

v̂t =
(
Df(pµ(t), µ)− k2C(pµ(t), µ) +O(k4)

)
v̂

Opérateur de monodromie Φµ,k2

Multiplicateur issu de la direction de la phase λµ,k2

3.Etude non-linéaire au seuil

M > 0, c > 0



I.3.1.Etude de la bifurcation Forme normale en 0

Au voisinage de 0,{
u̇1 = f1(u, µ) ' µ1 + u2

1
u̇2 = f2(u, µ) ' −u2

µ <01 µ =01 µ >01



I.3.1.Etude de la bifurcation Bifurcation globale

pour µ1 = 0

µ <02

µ =02

µ >02



I.3.1.Etude de la bifurcation Diagramme de bifurcation

µ1

2µ

µ=0



I.3.1.Etude de la bifurcation Orbites périodiques

Bifurcation homocline
à un noeud-col

µ1

2µ

µ=0

Bifurcation 
homocline
à un point selle



I.3.2.In�uence du couplage spatial Compétition

µ1

2µ

Bifurcation homocline
à un point selle

Bifurcation homocline
à un noeud-col



I.3.2.In�uence du couplage spatial Courbe de seuil

µ1

2µ

Bifurcation homocline
à un point selle

Bifurcation homocline
à un noeud-col

µ =σ(µ )∝µ1 2 2
4



I.3.2.In�uence du couplage spatial

µ1 > 0

δ

δ

0

φ

φ

e

i

Pµ

u1



I.3.2.In�uence du couplage spatial Résultats

Hypothèses (H) sur la transversalité de la bifurcation et les orien-

tations des variables et paramètres.

Théorème Si f et C véri�ent (H), alors il existe α > 0 tel

que pour µ et k2 su�samment petits, Φµ,k2 a une valeur propre

proche de 0 et une valeur propre λ(µ, k2) telle que

λ(µ, k2) ' (1− αMf1(ū1)
−1k2) exp(−cTk2).

Proposition T ∝ f1(ū1)
−1 ⇐⇒ µ2 ∝ µ4

1 , µ2 < 0



I.3.3.Etude non-linéaire au seuil

µ

µ

1

2

λ

1

0

k2

k2

λk2

−1

k2

1

0

−1

1

0
k2

λk2

−1
µ =σ(µ )∝µ1 2 2

4

k2
0



I.3.3.Etude non-linéaire au seuil Critère

Dynamique sur la variété centrale

u(τ) = pµ(τ) + Az(τ)eik0x + Āz(τ)e−ik0x + φ(τ, A, Ā, µ),

∂τA = c(µ− µ0)A + d|A|2A + ...

∂tτ = 1 + p(τ, |A|2, µ) + ...

N0 =
∫+∞
−∞

〈
h∗0(t), D

3f(h0(t),0)(h′0(t)
(3))

〉
dt

Propriété Si N0 > 0, alors l'instabilité est supercritique.

Si N0 < 0, l'instabilité est sous-critique.



I.3.4.Exemple Pendule amorti soumis à un couple constant

θ̈ = − sin θ − νθ̇ + Ω + θxx

c > 0, M > 0

N0 ' 11.8

θ

Ω

ν

Ω1

νc

orbite
périodique

Ω−1∝(ν−ν )c
4



I.3.4.Exemple Pendule amorti soumis à un couple constant

θ̈1 = − sin θ1 − νθ̇1 + Ω + κ(θ2 − θ1)

θ̈2 = − sin θ2 − νθ̇2 + Ω + κ(θ1 − θ2)

c > 0, M > 0

N0 ' 11.8

ν

Ω1

νc

orbite
périodique

Ω−1∝(ν−ν )c
4

Ω = 1.05, ν = 1.1, κ = 0.1




I.3.5.Perspectives

Etude non-linéaire au seuil en domaine d'espace borné

domaine non borné

Variété centrale de dimension infinie

λk2
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Schneider



II. Emission périodique de type I de pulses



II.1.Emission de structures localisées

Structure localisée

Emission à partir d'un bord

2 types d'émission périodique. Au seuil :

� fréquence nulle → type I

� fréquence �nie → type II



II.1.Emission de structures localisées

Dynamique dans l'EDP

Type I

Bifurcation noeud-col

Type II



II.2.Modèle

ut = −V ′(u) + uxx, x ∈ R

u

V(u)

u

front progressif bistable

x



II.2.Modèle Dynamique globale

ut = − sinu + Ω + uxx = −V ′(u) + uxx

x ∈ R, 0 < Ω < 1

Sine-Gordon forcée sans inertie

u

V(u)

Principe du maximum

Fonctionnelle de Lyapunov



II.2.Modèle Inhomogénéité ponctuelle

Inhomogénéité ponctuelle

ut = − sinu + Ω + uxx + νδ0 x ∈ R ν > 0

Solutions paires

{
ut = − sinu + Ω + uxx x ≥ 0
ux(x = 0, t) = −φ φ = ν/2 > 0

u (0 )u (0 )x x
+ -

x

u

0



II.2.Modèle Solutions stationnaires

Espace des phases des solutions stationnaires

uxx = sinu−Ω

0 < Ω < 1

x ∈ R

xu

u



II.2.Modèle Conditions au bord

x ∈ R+

Neumann non homogène

Stabilité à l'in�ni

u

ux

−φ
−φ

c

x0

u

front



II.2.Modèle Bifurcation n÷ud-col

u +2πc

uc

x0

u

u

x



II.3.Domaine spatial borné

x ∈ [0, L], t ≥ 0.


ut = − sinu + Ω + uxx

ux(x = 0, t) = −φ
ux(x = L, t) = 0



II.3.Domaine spatial borné Solutions stationnaires

ΓL

c
-φ (Ω,L)

u

u

x

-φ



II.3.Domaine spatial borné Méthode à la Silnikov

modulo 2π

Σ Σ+−

φ=φ (Ω,L)

modulo 2π

Σ Σ+−

c
φ>φ (Ω,L)c



II.3.Domaine spatial borné Emission de type I

Théorème Il existe ε > 0 tel que si φc(Ω, L) < φ < φc(Ω, L)+ε, il

existe une orbite périodique (modulo 2π) globalement attractive.

Sa période est de l'ordre de (φ− φc(Ω, L))−1/2.



II.3.Domaine spatial borné Simulation

L = 20

Ω = 0.9

φ = 0.4



II.3.Domaine spatial borné Simulation

L = 20

Ω = 0.9

φ = 0.4




II.3.Domaine spatial borné Simulation

L = 40

Ω = 0.9

φ = 0.4



II.3.Domaine spatial borné Simulation

L = 40

Ω = 0.9

φ = 0.4




II.4.Perspectives

Type I en domaine borné en dimension 1 d'espace

domaine non borné en dimension supérieure
   avec symétrie radiale

Type II



II.4.Perspectives Emission de type II

µ1

2µ

type I type II



II.4.Perspectives Emission de type II

µ1

2µ

type I type II

transition

avec de l'inertie → αutt + ut + sinu−Ω + uxx = 0


